
á"ñùú (1) úéèîúî ä÷éâåì
'à ãòåîá äðéçáä úåìàùì úåáåùú

'à ÷ìç

:àáä ïôåàá äéö÷åãðéàá øãâåî s äîùäáå A äðáîá t íöò íù ìù êøòä .à
.(s äîùäá éåìú åðéàå) A-á t ìù ùåøôä ,tA àåä A-á t ìù êøòä æà éùéà òåá÷ t íà (1

àåäù A ìù íìåòá øáéàä øîåìë ,s(t) àåä s äîùäáå A-á t ìù êøòä æà éùéà äðúùî t íà (2
.s äîùää úçú t úðåîú

.tA,s = FA(tA,s
1 , . . . , tA,s

n ) æà t = F (t1, . . . , tn) íà (3

:ãçà òáöá ÷åéãá òåáö úîåö ìëù úøîåàä äðòèä úà áåúëð úéùàø .á
.φ1 = ∀x(R(x) ↔ ¬B(x))

÷åñôä øåàì ,éã òáöä åúåàá íéòåáö íðéà íéðëù âåæù úøîåàä äðòèä úà ìá÷ì éãë ,úéðù
.φ2 = ∀x∀y(G(x, y) → (R(x) ↔ ¬R(y))) :íåãà òåáö íäî ãçà ÷åéãáù øîåì ,íãå÷ä

.φ3 = ∀x∃y∃z(y 6≈ a ∧ G(x, y) ∧ G(x, z)) :úåçôì íéúîö éðùì øáåçî úîåö ìë ,úéùéìù
.φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 àåä ù÷åáîä ÷åñôä ,óåñáì

,úåäæë ùøôúî R åá äðáî ìëá èøôáå ,äôùì äðáî ìëá úéúéîà àéä ,úéâåì úéúéîà φ(R) íà .â
÷åñôä íééòáéèä úôùá ,äîâåãì ,ïåëð åðéà éàãååá éðùä ïååéëä .úéâåì úéúéîà φ(≈) èøôá ïëì
íò) íééòáèä ìù éð÷éúä äðáîá éúéîà åðéà ∃x(x < 0) ÷åñôä êà ,úéâåì éúéîà ∃x(x ≈ 0)

.(øãñä ñçé ìù ìéâøä ùåøôä

íìåòä ìò úéîå÷î åã äéö÷ðåô ùøôì ïúéð åá ãçà ïôåà ÷ø ùé ãéçé øáéà ùé íìåòáù ïååéëî .ã
åà R(1, 1) = T åà ,íìåòä ìò éîå÷î åã ñçé ùøôì ÷åéãá íéðôåà éðùå ,F (1, 1) = 1

ìá÷ð äôùá íéñçéìå úåéö÷ðåôì íéùåøôä é"òå íìåòä é"ò òá÷ð äðáîäù ïååéëî .R(1, 1) = F

.íéðåúðä íìåòìå äôùì íéðåù íéðáî éðù ÷åéãá ùéù

'á ÷ìç

L = {Pa,b : a, b ∈ A} éäú .àìî øãñ ãçé A ìò øéãâäì ïúéð éë äàøð .éäùìë äöåá÷ A éäú .2
úöåá÷ Γ éäú .a < b -ù "øîåà"ë L-á Pa,b éãåñé ÷åñô ìò áåùçð .íé÷åñôä áéùçúì äôù

:íéàáä íé÷åñôä úà äìéëîä L äôùì íé÷åñôä
.a ∈ A ìëì ¬Pa,a .à

.a 6= b ,a, b ∈ A ìëì Pa,b ∨ Pb,a .á
.a, b, c ∈ A ìëì Pa,b ∧ Pb,c → Pa,c .â

:úåàáä úåðòèä úà úåàøäì ÷éôñé äúò
.úéîå÷î úéá÷ò Γ •

.àìî øãñ A ìò øéãâäì ïúéð Γ-ì ìãåîî •
,ìãåî äì ùé ïëìå ,úéá÷éò àéä úéîå÷î úéá÷éò Γ íà úåéè÷ôîå÷ä èôùîîù íåùî ÷éôñé äæ

.àìî øãñ A ìò øéãâäì ïúéð ïëìå

1



äáåùúä úà äàø øúåé úéììë äìàù ìù àìî ïåøúôì .äì÷ àéä ìéòì úåðòèä éúù úçëåä úòë
.éåì 'ôåøô éãéîìú ìù 7 ìéâøú ìù 'â4 äìàùì

äðáîä A éäé .äôùá íéòåá÷ä íöòä úåîù úöåá÷ T éäú .ïåéååù éìá äôùì äðòèä úà çéëåð .3
:àáä

T úà øåçáì ïúéð èøôáå ,ä÷éø àì äöåá÷ àåä äðáî ìù íìåòäù åøëéæ) T àåä A ìù åîìåò .à
,íééèðîñ íéîöòë ,äôùá íéòåá÷ä íöòä úåîù ïéá ìáìáì àì úàæ íò áåùç .äðáîä ìù íìåòë

.(íìåòá íéøáéàë íãé÷ôú ïéáì
t1 . . . tn ∈ T íà ,øîåìë) FA(t1 . . . tn) = F (t1 . . . tn) øéãâð äôùá F äéö÷ðåô ïîéñ ìëì .á
íöòä íù àåäù T -á øáéàä äéäé åìà íéøáéà ìò F ìù äìòôää úàöåú ìù A äðáîá êøòä æà

.T -á àöîðä F (t1 . . . tn) òåá÷ä
.RA(t1 . . . tn) = T ↔ R(t1 . . . tn) ∈ Γ øéãâð R ñçé ïîéñ ìëì .â

íéâåì íéøù÷ ìù ììåëä øôñîä ìò äéö÷åãðéàá úàæ äàøð .Γ-ì ìãåî A éë úåàøäì êéøö ,äúò
ìò äéö÷åãðéàá äðòèä úà çéëåäì äñðð íà äçëåää ìùëéú ïëéä) ÷åñôá íéòéôåîä íéúîëå

:(? çñåðä úøéöé
tA = t íéé÷úî t òåá÷ íöò íù ìëìù ,íöòä íù úøéöé ìò äéö÷åãðéàá àãååì ì÷ ,úéùàø •
øáéà øåëæë àåäù - åîöò t òåá÷ä íöòä íù àåä A äðáîá t íöòä íù ìù êøòä ,øîåìë)

.(íìåòá
äøòääî ,æàå ,R(t1 . . . tn) äøåöäî àåä (ïåéååùä ïîéñ øãòäá) æà éîåèà ÷åñô φ ∈ Γ íà •

.A |= φ òáåð ,RA úøãâäîå A-á íéòåá÷ä íöòä úåîù ùåøô ìò äðåøçàä
òáåð åúìéìùå éîåèà ÷åñô ïéà Γ-áù ïååéëî æà ,R(t1 . . . tn) äøåöäî φ øåáò ,¬φ ∈ Γ íà •

.A |= φ ìá÷ð ,A-á íéòåá÷ä íöòä úåîù ìù ùåøôäîå ,RA úøãâäî áåù ïëìå ,φ 6∈ Γ -ù
åáù ÷åñô åðìáé÷ íéø÷îä ïî ãçà ìëá .χ ∈ Γ åà ψ ∈ Γ ,ïåúðäî ,æà φ = χ ∨ ψ íà •
éìá ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëìå ,φ-áù äæî øúåé ïè÷ íéúîëå íéâåì íéøù÷ ìù ììåëä øôñîä

.A |= φ òáåð ,∨ øù÷ä úøãâäî ,ïëìå ,A |= χ ,úåéììëä úìáâä
.íééâåì íéøù÷ ìù íéø÷îä øúéá íéìôèî ãåàî äîåã ïôåàá

ψ(c)-á ,áåù .ψ(c) ∈ Γ -ù êë c òåá÷ íöò íù äæéà ùé ïåúðäî æà ,φ = ∃xψ(x) íà •
.A |= ψ(c) ,äéö÷åãðéàä úçðäî ,ïëìå φ-á øùàî íéúîëå íéâåì íéøù÷ ìù øúåé ïè÷ øôñî
øîåà äæ ∃ úîëì ÷åôéñä úøãâä éôìå äðáîá íéòåá÷ä íöòä úåîùì ùåøôä ìò åðìù äøòää éôì

.äîåã ììåëä úîëä ìù äø÷îá ìåôéèä .A |= φ -ù
.A/ ≈A äðîä äðáîá ãåáòì ùéù êëì èøô äîåã ïåéååù íò äø÷îì äçëåää :äøòä

íù t éäé :äáöää ìù éèðîñä èôùîä ìù äàáä äì÷ä äñøâá ùîúùð ïåøúôä ìë êøåàì .4
íéé÷úî φ(x) äçñåð ìëì éæà .a = tA éäéå åäùìë äðáî A éäé ,òåá÷ íöò

φ(x)A,s(x

a) = φ(t)A

:ììåëä úîëä ìù úîàä êøò úøãâäå äáöää ìù éèðîñä èôùîäî úåøéùé úòáåð äðòèä .à
íéé÷úî a ∈ A ìëìå φ(x)-ì äîéàúúî s äîùä ìëì éæà (? àì íà äøå÷ äî) A |= ∀xφ(x) éäé
êëì ìå÷ù äæ äáöää ìù éèðîñä èôùîä éôìå ,A |= φ(x)s( x

cA) èøôáå ,A |= φ(x)s(x

a)

.ùøãðë ,A |= φ(c) -ù
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øîåàä ÷åñôä cN = 0 ùåøôä íò íééòáèä íéøôñîä äðáîá ,ìùîì .äðåëð äðéà äðòèä .á
.íãå÷ ïéà x ìëìù íéé÷úî àìù ïáåîë ìáà ,íéé÷úî íãå÷ ïéà c-ìù

.'à óéòñ ìù éèøô äø÷î äæ .â
åðéìò ,øîåìë .A |= ∀xφ(x) íéé÷úî äôùì A äðáî ìëìù úåàøäì åðéìò :äðåëð äðòèä .ã
ìëìù íéòãåé åðà ïåúðäî ,úòë .A |= φ(x)s(x

a) íéé÷úî s
(
x
a

)
äîùäå A äðáî ïúðéäáù úåàøäì

éðîéñ ùåøôù êëå A ìù äæì ääæ åîìåòù êë B úà øåçáì ìëåð èøôá .B |= φ(c) B äðáî
òéôåî åðéà c-ù ïååéëî .cB = a -ù êëì èøô A ìù åìàì ääæ åá íéòåá÷äå äéö÷ðåôä ,ñçéä
ïëìå φ(x)A,s(x

a) ìù êøòä úà äðùî åðéà ,A-á c ìù ùåøôä éåðéùù ÷åôéñä úøãâäî ìá÷ð φ-á
.φ(x)A,s(x

a) = φ(x)B,s(x

a) = φ(c)B = T

á"ñùú (1) úéèîúî ä÷éâåì
'á ãòåîá äðéçáä úåìàùì úåé÷ìç úåáåùú

'à ÷ìç

åúåà ìò úîë ìù çååèá àéä íà úúîåëî úàø÷ð äçñåðá ,x ìùîì ,äðúùî ìù äòôåä .à .1
.úúîåëî äðéà íà úéùôåç úàø÷ð äçñåðá äðúùî ìù äòôåä .∃x åà ∀x åðìù äîâåãá ,äðúùî

.φ-á úéùôåç äòôåä åì ùé íà φ äçñåðá éùôåç àåä x äðúùî
íééùôåçä íéðúùîì s äîùäìå A äðáîì íé÷å÷æ åðà φ äçñåð ìù úîàä êøò úà úòãì éãë
éëøòá ÷ø éåìú úîàä êøò éë A äðáîá åðì éã ψ ÷åñô ìù úîàä êøò úà úòãì éãë .φ ìù

.íééùôåç íéðúùî ïéà ψ-ìå ,ψ ìù íééùôåçä íéðúùîì äîùää

ìë éë ììåë úîë óà òéôåî àì åáù ÷åñôì ìå÷ù íéñçéä áéùçúá ÷åñô ìë :äøö÷ äáåùú .á
.¬∃¬x -á óéìçäì øùôà ììåë úîëä ìù ∀x äòôåä

úéîåèà äçñåð φ íà .ïî÷ìãë äì äìå÷ù φ∗ äçñåð φ äçñåð ìëì íéøéãâî :øúåé úèøåôî äáåùú
æà éñéñá éîå÷î-åã øù÷ àåä ◦-å ,φ = ψ ◦ χ íà .φ∗ = ¬ψ∗ æà φ = ¬ψ íà .φ∗ = φ æà
æà φ = ∀xψ íàå φ∗ = ∃xψ∗ æà φ = ∃xψ íà ,åäùìë x äðúùî øåáò .φ∗ = ψ∗ ◦ χ∗

óà äìéëî äðéà φ∗ äçñåðä éëå φ∗ ≡ φ éë φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá íéçéëåî .φ∗ = ¬∃x¬ψ∗

.∀ ìù äòôåä

,úéìîøåô àì úéèîúî äôùá äçñåðä úà äìéçú çñðì àéä ïåøúéôì úùâì äðåëðä êøãä .â
äçñåðì úàæ íâøúì êë øçàå ,< ñçéáå ·-å + úåìåòôá ,0, 1 íéòåá÷á ÷ø íéùîúùî íëðäùë

.íéñçéä áéùçú ìù úéìîøåô
1 àåä åìù ÷ìçî ìëå 1-î ìåãâ àåä íà éðåùàø àåä x øôñî .íééðåùàø íðéà 1-å 0-ù íéëñð
.∀y∀z(x ≈ y · z → y ≈ 1 ∨ y ≈ x) .x åà
x .äôùä úåìåòôî úçà äðéà àéä éë ä÷æçä úìåòôá ùîúùäì øåñàù àéä éðùä ÷ìçá äééòáä

.éâåæ øôñî åà 1 àåä åìù ÷ìçî ìë íà 2 ìù ä÷æç àåä
.∀y∀z(x ≈ y · z → y ≈ 1 ∨ ∃u(u + u ≈ x))
é"ò 2n àåä x-ù úøîåàä ψn(x) äçñåð äéñøå÷øá íéøéãâîù àéä äæ ÷ìçì äáåùúá äöåôð úåòè
.íéëéøö åðàù äçñåðä úàæ àì ìáà .ψn+1(x) = ∃y(ψn(y) ∧ x ≈ y + y) -å ψ0(x) = x ≈ 1
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äéñøå÷øá äøãâä àéä úàæ åìéàë ψ(x) = ∃y(ψ(y) ∧ x ≈ y+y) äøãâää úà åáúë åòèù åìà
óâàá äçñåðä éë äæ ïåéååù úîéé÷îä äçñåð óà ïéàå ,äéñøå÷øá äøãâä äðéà úàæ ìáà ,ψ ìù

.ìàîù óâàá ψ(x) äçñåðä ïî äëåøà äéäú ãéîú ïéîé

ïîñð .c éùéàä òåá÷ä úà ÷ø äìéëîä äôùì ãçà ìë íéøáéà éðù éðá íéðáî A,B åéäé .ã
ïîñð ïëå ,a2-á A ìù éðùä øáéàä úàå a1-á ,A äðáîá c ìù êøòä úà øîåìë ,A(c) úà
H(a1) = b1 é"ò äðåúð H : A → B éäú .b2-á B ìù éðùä øáéàä úàå b1-á B(c) úà
íéé÷å B ìò A ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä H éë B ìò A ìù íæéôøåîåæéà àéä H .H(a2) = b2 -å

.íéééôøåîåæéà íä úàæ äôùì íéðáî éðù ìëù åðçëåä êë .H(A(c)) = H(a1) = b1 = B(c)
.B(c) = F -å A(c) = T øùàë íééôøåîåæéà íðéàù A,B íéðáî éðù ùé éë åáúëù íéãéîìú åéä
.úîà êøò àìå äðáîä ìù íìåòá øáéà ãéîú àåä äðáîá éùéà òåá÷ ìù êøòä éë äù÷ úåòè úàæ

'á ÷ìç

.'à úéèîúî ä÷éâåì øôñá 12.4 ãò 91.4 íéèôùî äàø .2

s äîùääù ïååéëî .s-áå A-á úåéúéîà Γ ìù úåàçñåðä ìëù êë äîùä s-å äðáî A éäé .à .3
úà ú÷ôñî s

(
x
a

)
äîùääù êë a ∈ A íéé÷ ,úîàä úøãâä éôì ,ïëì A-á ∃xφ(x) úà ú÷ôñî

Γ úåàçñåðá òéôåî åðéà c-ù ïååéëî .a-ë c úà ùøôî àåäù ÷ø A åîë àåäù äðáî B éäé .A-á φ

éôì .s-áå B-á úåéúéîà ïìåë ïëìå s-áå A-á åîë úîà êøò åúåà s-áå B-á ùé Γ é÷åñôì ïëì
êøòä éë ,s

(
x
a

)
-áå B-á φ(x) ìù úîàä êøò àåä s-áå B-á φ(c) ìù úîàä êøò äáöää èôùî

,s
(
x
a

)
-áå A-á φ(x) ìù úîàä êøò íâ åäæ ïëìå φ(x)-á òéôåî åðéà c íìåà .a àåä B-á c ìù

.çéëåäì åðì øúåðù äî äæå ,s-áå B-á úéúéîà φ(c) ïëì .T àåä äæ êøòù åðéàøå
.'à úéèîúî ä÷éâåì øôñá 11.11 èôùî äàø .á

úåàçñåð ìò ÷ø øáåã äðéçááå ñøå÷áù áì íéù .'à úéèîúî ä÷éâåì øôñá 01.01 èôùî äàø .4
.ïåùàø øãñî
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